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1 Desigualdades

1.1 Orden en R y desigualdad media AG

Propiedades del orden en R. Dados a, b ∈ R.

i) a ≤ b⇒ a+ c ≤ b+ c,∀c ∈ R.

ii) a ≤ b⇒ ac ≤ bc,∀c ∈ R≥0.

iii) |a+ b| ≤ |a|+ |b|,∀a, b ∈ R.

iv) ||a| − |b|| ≤ |a− b|,∀a, b ∈ R.

v) |ab| = |a||b|,∀a, b ∈ R.

Definición. La media aritmética de a1, ..., an ∈ R es a1+a2+...+an
n y la media geométrica de

a1, ..., an ∈ R≥0 es n
√
a1...an.

Desigualdad AG (básica). a+b
2 ≥

√
ab con a, b ∈ R≥0.

Desigualdad AG. a1+a2+...+an
n ≥ n

√
a1...an con a1, a2, ..., an ∈ R≥0.

Ejercicio 1. Probar que si a, b > 0 entonces

a

b
+
b

a
≥ 2

Ejercicio 2. Probar que
a2 + b2 + c2 ≥ ab+ bc+ ac.

Ejercicio 3. Sean a, b, c números reales positivos tales que abc = 1, probar que

a2b+ b2c+ c2a ≥ 3.

Ejercicio 4. Sean a1, a2, ..., an números reales positivos tales que a1...an = 1, probar que

(1 + a1)...(1 + an) ≥ 2n.

Ejercicio 5. Sean a, b, c números reales positivos, probar que

(a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥ 8abc.

Ejercicio 6. Sean a, b, c números positivos, demostrar que

a3

bc
+
b3

ca
+
c3

ab
≥ a+ b+ c.
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Ejercicio 7. Sean a, b, c números positivos tales que abc = 1, demostrar que

a

b
+
b

c
+
c

a
≥ a+ b+ c.

Desigualdad AG Ponderada. Sean a1, ..., an, w1, ..., wn números reales positivos. Entonces

w1a1 + ...+ wnan
w1 + ...+ wn

≥ (aw1
1 ...awn

n )
1

w1+...+wn .

Ejercicio 8. Sean a, b, c números reales positivos tales que a+ b+ c = 3 entonces

abbcca ≤ 1.

1.2 Desigualdad de Jensen, desigualdad de Cauchy-Schwarz, desigualdad
de Nesbitt y desigualdad de reordenamiento

Desigualdad de Jensen. Sea f : [a, b]→ R una función convexa. Entonces

f

(∑n
i=1 aixi∑n
i=1 ai

)
≤
∑n
i=1 aif(xi)∑n

i=1 ai
.

Ejercicio 9. Probar que

aabbcc ≥
(
a+ b+ c

3

)a+b+c
para cualesquiera a, b, c > 0.

(*) Ejercicio 10. Sean θ1, ..., θn ∈ [0, π] tales que θ1 + ... + θn = π. Determinar el valor
máximo de

sin2(θ1) + ...+ sin2(θn).

Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sean a1, ..., an, b1, ..., bn números reales. Entonces

(a21 + ...+ a2n)(b21 + ...+ b2n) ≥ (a1b1 + ...+ anbn)2.

Ejercicio 11. Demostrar que

3(a2 + b2 + c2) ≥ (a+ b+ c)2.

Ejercicio 12. Sean a1, ..., an números reales positivos, probar que

(a1 + ...+ an)

(
1

a1
+ ...+

1

an

)
≥ n2.

Ejercicio 13. (Desigualdad de Nesbitt) Sean a, b, c números reales positivos. Probar que

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
≥ 3

2
.

Desigualdad de reordenamiento. Sean x1 < x2 < ... < xn y y1 < ... < yn números reales
positivos entonces

xnyn + ...+ x1y1 ≥ xnyσ(n) + ...+ x1yσ(1) ≥ xny1 + ...+ x1yn.

(*) Ejercicio 14. Sean a, b, c, d números positivos tales que a+ b+ c+ d = 4. Probar que

4

abcd
≥ a

b
+
b

c
+
c

d
+
d

a
.

Ejercicio 15. Sean a, b, c > 0. Demostrar que

a8 + b8 + c8

a3b3c3
≥ 1

a
+

1

b
+

1

c
.
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