Apuntes de preparacion para Olimpiada Matematica

José Angel Gélvez Gémez

1 Desigualdades

1.1 Orden en R y desigualdad media AG

Propiedades del orden en R. Dados a,b € R.

Ya<b=a+c<b+c¢VceR.

ii) a <b= ac <bc,Ve € Rxyg.

1v

)
)

iii) |a+b| < |a| +|b|,Va,b € R.
) lla| = |b]| < |a —b|,Va,b € R.
)

%

|ab] = |al|b|,Va,b € R.

Definicién. La media aritmética de aq,...,a, € R es w y la media geométrica de
ai,...,an € R>q es {/ay...a,.

Desigualdad AG (basica). 22 > Vab con a,b € Rx.

Desigualdad AG. W > t/ai...an con ai, Gy, ..., an € R>g.

Ejercicio 1. Probar que si a,b > 0 entonces
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Ejercicio 2. Probar que
a? +b% + 2 > ab + be + ac.

Ejercicio 3. Sean a,b, ¢ nimeros reales positivos tales que abc = 1, probar que

a’b+ b%c + ?a > 3.

Ejercicio 4. Sean ay,as, ..., a, nimeros reales positivos tales que a;...a,, = 1, probar que

1+a)...(1+a,) >2"

Ejercicio 5. Sean a, b, c nimeros reales positivos, probar que

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe.

Ejercicio 6. Sean a, b, ¢ nimeros positivos, demostrar que

a ¥ A
—+—+—F>a+b+ec
bc  ca ab



Ejercicio 7. Sean a,b, c numeros positivos tales que abc = 1, demostrar que
a b ¢
—+-+->a+b+ec
b ¢ a
Desigualdad AG Ponderada. Sean aq,...,a,,ws, ..., w, numeros reales positivos. Entonces
wi1a1 + ... + wpan
wy + ... +wy

> (a¥t...a%n) T T

Ejercicio 8. Sean a, b, c nimeros reales positivos tales que a + b 4+ ¢ = 3 entonces

abbc® < 1.

1.2 Desigualdad de Jensen, desigualdad de Cauchy-Schwarz, desigualdad
de Nesbitt y desigualdad de reordenamiento

Desigualdad de Jensen. Sea f: [a,b] — R una funcién convexa. Entonces

Z?:l aﬂi) 2?21 a;f(x;)
f ( Z:;l a; = E?:l a;

Ejercicio 9. Probar que

a-+b+c
ﬁmaz<aﬂ?ﬂ>

para cualesquiera a, b, c > 0.

(*) Ejercicio 10. Sean 64,...,0, € [0,7] tales que 6; + ... + 0,, = m. Determinar el valor

maximo de
sin?(01) + ... +sin?(6,,).

Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sean aq, ..., an,, b1, ..., b, numeros reales. Entonces
(a4 ... +a2)(bF + ... + %) > (a1by + ... + anby)?.
Ejercicio 11. Demostrar que
3@+ +c) > (a+b+c)
Ejercicio 12. Sean ay, ..., a, numeros reales positivos, probar que
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(ar4+...+ap) | —+...+— | =n-
ai Qg
Ejercicio 13. (Desigualdad de Nesbitt) Sean a, b, ¢ ntimeros reales positivos. Probar que
a n b n c_ S 3
b+c c+a a+bT 2

Desigualdad de reordenamiento. Sean x1 < 22 < ... < T, ¥ y1 < ... < Y, nimeros reales
positivos entonces

TnYn + -+ T1 > TnYo(n) + ...+ T1Yo(1) > TnpY1 + ..o + T1Yn.

(*) Ejercicio 14. Sean a,b, ¢, d ntimeros positivos tales que a + b+ ¢+ d = 4. Probar que

4 Ja b c d
abed ™ b ¢ d a

Ejercicio 15. Sean a,b,c > 0. Demostrar que
a4+ 1 1 1
adb3c2 T a b



