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COMBINATORIA

Combinatoria
Consiste en contar el nimero de elementos de un conjunto finito.




COMBINATORIA

Combinatoria
Consiste en contar el nimero de elementos de un conjunto finito.

iNo tan facil

@ Los conjuntos definidos por propiedades.

@ Familia de conjuntos: S, : n € N.

f(n) = Ndmero de elementos de S,,.

Cardinalidad de A
|A] = Nimero de elementos de A.




COMBINATORIA

Dado el conjunto [n] = {1,...,n}, jcudntos subconjuntos tiene?

e S, = Conjunto formado por todos los subconjuntos de [n]:
Sp={A:AC[n]}

e f(n) =Ndmero de elementos de S, = |S,|.



COMBINATORIA

Modos de atacar el problema

© Estudiando casos particulares.
o Induccién

@ Analizando el caso general.
e Ecuacién en diferencias
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Modos de atacar el problema

© Estudiando casos particulares.
o Induccién

@ Analizando el caso general.
e Ecuacién en diferencias




COMBINATORIA

© Buscar una regla de recurrencia.

f(n) en funcién de f(n—1),f(n—2),...,f(n— k)

@ Resolver la ecuacién en diferencias finitas.




COMBINATORIA

© Buscar una regla de recurrencia.

f(n) en funcién de f(n—1),f(n—2),...,f(n— k)

@ Resolver la ecuacién en diferencias finitas.

© Probar con casos particulares.

© Formular una conjetura.

© Demostrarla por induccidn.




CONJUNTOS Y SUBCONJUNTOS

PROBLEMA

Partimos del conjunto [n] = {1,..., n}. Pretendemos contar el
nimero de elementos de ciertos S, formados por subconjuntos de

[A].




VARIACIONES

PROBLEMA 2
i Cudntos subconjuntos ordenados de k elementos contiene [n]?




VARIACIONES

PROBLEMA 2
i Cudntos subconjuntos ordenados de k elementos contiene [n]?

Solucidn. Variaciones de n elementos tomados de k en k.

V,f:n(n—l)(n—2)--~(n—k+1):

(n— k)!
donde n' =n(n—1)(n—2)---2-1.



VARIACIONES

i De cudantas formas distintas se pueden repartir las medallas en
una carrera en la que participan 35 personas?




VARIACIONES

i De cudantas formas distintas se pueden repartir las medallas en
una carrera en la que participan 35 personas?

Solucién
V5 =35-34-33 = 39270



VARIACIONES CON REPETICION

PROBLEMA 4

i Cudntos subconjuntos ordenados de k elementos contiene [n] si se
pueden repetir los elementos?




VARIACIONES CON REPETICION

PROBLEMA 4

i Cudntos subconjuntos ordenados de k elementos contiene [n] si se
pueden repetir los elementos?

Solucidn Variaciones con repeticion de n elementos tomados de k

en k.
VRK = n*



VARIACIONES CON REPETICION

i Cudl es el nimero total de apuestas que se puede hacer con los
14 primeros partidos de la quiniela?




VARIACIONES CON REPETICION

i Cudl es el nimero total de apuestas que se puede hacer con los
14 primeros partidos de la quiniela?

Solucioén.
VR14 _ 314



COMBINACIONES

PROBLEMA 3
i Cudntos subconjuntos de k elementos contiene [n]?

Combinaciones de n elementos tomados de k en k.

<n):n(n—1)(n—2)-(n—k+1) n!

k k! KI(n — k)!




COMBINACIONES

i Cuantos subconjuntos de 3 elementos se puede extraer de un
conjunto de 6 elementos?




COMBINACIONES

i Cuantos subconjuntos de 3 elementos se puede extraer de un
conjunto de 6 elementos?

Solucidn.

(4)-s



NUMEROS COMBINATORIOS

Propiedades

A

Demostracion. Utilizando subconjuntos de un conjunto de n
elementos.



(£)=(n"4)




DEMOSTRACIONES

TECNICA 3
Para contar los elementos de S, puedo:

© Encontrar otro conjunto T, del que conozco cuantos
elementos tiene.
@ Emparejar los elementos de S, y T,, de forma que:
o Elementos distintos de S, se emparejen con elementos

distintos de T,,.
e Todos los elementos de T, estén emparejados.

A\,

Entonces S, y T, tienen el mismo niimero de elementos.




APLICACIONES BIYECTIVAS

Definicion

Una aplicacién f: A — B es biyectiva si:
@ Es injectiva: a # b = f(a) # f(b).

© Es sobreyectiva: para todo b en B existe a en A tal que
f(a) = b.




APLICACIONES BIYECTIVAS

Definicion

Una aplicacién f: A — B es biyectiva si:
@ Es injectiva: a # b = f(a) # f(b).

© Es sobreyectiva: para todo b en B existe a en A tal que
f(a) = b.

Teorema

f: A — B es biyectiva si y sélo si existe g : B — A tal que
e gf(a) = a.
o fg(b) =b.




DEMOSTRACIONES




DEMOSTRACIONES

Demostrar

(0)+(2)=-(11)

Si un conjunto A tiene dos subconjuntos B y C tales que:
@ Todo elemento de A estd en B o C, es decir A= BU C.
@ By C no tienen elementos comunes, es decir, BN C = ().
Entonces |A| = |B| + |C]|.




NUMEROS COMBINATORIOS

Propiedades

n n—1
or(1)-2(i2)

n n
o x(2)=-rs(,",)

o Zf—o( n—li(—k>:<n+/;+l).
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Figura: Tridngulo de Tartaglia



COMBINACIONES CON REPETICION

En una urna tenemos bolas rojas, blancas y negras (al menos 4 de
cada color). Se extraen 4 bolas a la vez, jde cuantas formas
distintas pueden cogerse?




COMBINACIONES CON REPETICION

En una urna tenemos bolas rojas, blancas y negras (al menos 4 de
cada color). Se extraen 4 bolas a la vez, jde cuantas formas
distintas pueden cogerse?

Solucidn.



COMBINACIONES CON REPETICION

PROBLEMA 6

Tenemos n tipos de objetos distintos y queremos extraer
subconjuntos de tamaio k.

Combinaciones con repeticién de n elementos tomados de k en k:

k n+k—1 o n—l—k—l
rek=("3ET ) ="




COMBINACIONES CON REPETICION

i Cudntas soluciones naturales tiene la ecuacién

x+y+z4+t=13?




COMBINACIONES CON REPETICION

i Cudntas soluciones naturales tiene la ecuacién

X+y—+z+t=137

i Cuantas soluciones no negativas tiene la ecuacién

xX1+xo+ -+ xx=n?

n+k—1

Solucidn. < K1

) jHemos usado la técnica 3!



COMBINACIONES CON REPETICION

Composiciones

Una composicién de n es una suma ordenada de naturales no nulos
cuya suma es n.

Composiciones de 4.

1+1+1+4+1 3+1
2+1+1 1+3
1+2+1 2+2
1+1+2 4

Problema
i Cuadntas composiciones tiene n?




EJEMPLO
Reduccién
i Cudntas composiciones de tamano k tiene n?




EJEMPLO
Reduccién
i Cudntas composiciones de tamano k tiene n?

k-composiciones = D=
P “\ k-1 )




EJEMPLO

Reduccién
i Cudntas composiciones de tamano k tiene n?

k-composiciones = D=
P “\ k-1 )

Composiciones totales

>(521)-

k=1

| A\




EJEMPLO

Reduccién
i Cudntas composiciones de tamano k tiene n?

k-composiciones = D=
P “\ k-1 )

Composiciones totales

i n—1 7’7_1 n—1 _ on-1
k—1 ) k B
k=1 k=0

| A\




PERMUTACIONES

PROBLEMA 5

¢ De cuantas maneras distintas se pueden ordenar los elementos de
[n]?




PERMUTACIONES

PROBLEMA 5

¢ De cuantas maneras distintas se pueden ordenar los elementos de
[n]?

Soluciéon. Permutaciones de n elementos.
P, = n!

donde

Es lo mismo que...

@ El nimero de aplicaciones biyectivas de [n].

@ El nimero de subconjuntos ordenados de n elementos de [n].




PERMUTACIONES

i Cudntas palabras distintas (sin sentido o con él) se pueden crear
con las letras de la palabra mixto?




PERMUTACIONES

i Cudntas palabras distintas (sin sentido o con él) se pueden crear
con las letras de la palabra mixto?

Solucion.
51 =120



PERMUTACIONES CON REPETICION

i Cudntas palabras distintas se pueden hacer con las letras de la
palabra cara?




PERMUTACIONES CON REPETICION

i Cudntas palabras distintas se pueden hacer con las letras de la
palabra cara?

Solucidn. 45! =12.



PROBLEMA 6

i Cudntos subconjuntos ordenados de k elementos (k > n) de [n]
hay sabiendo que 1 se repite m;y veces, 2, my veces, etc.?




PROBLEMA 6

i Cudntos subconjuntos ordenados de k elementos (k > n) de [n]
hay sabiendo que 1 se repite m;y veces, 2, my veces, etc.?

Permutaciones con repeticién de n elementos repetido my, mo, etc.

k!

Pm17m27""mn =
n
mylmo!---mp!

donde

k=mi+---+m,




EN RESUMEN

© Hay repeticion.
@ Influye el orden: variaciones.
@ No influye el orden: combinaciones.

@ No hay repeticion.
@ Influye el orden: variaciones con repeticion.
@ No influye el orden: combinaciones con repeticion.




PRINCIPIO DE INCLUSION-EXCLUSION

Unidn e interseccion de conjuntos

Dados dos conjuntos A y B, se define:

@ su unién como
AUB={x|x€eAdbxe B}

@ su interseccion como

ANB={x|x€eAyxeB}




PRINCIPIO DE INCLUSION-EXCLUSION

Principio de inclusién-exclusion

Dados dos conjuntos Ay B,

|JAUB| = |A|+ |B| — |AN B|




PRINCIPIO DE INCLUSION-EXCLUSION

Principio de inclusién-exclusion

Dados dos conjuntos Ay B,

|JAUB| = |A|+ |B| — |AN B|

Mas generalmente...

Dados tres conjuntos A, By C,

|[AUBUC| = |A|+\B|+|C|—|AmB|—yAmCy—|BmCy+|AmBmC|)




PRINCIPIO DE INCLUSION-EXCLUSION

i Cuantos nimeros primos hay menores que 1117




PRINCIPIO DEL PALOMAR

Principio del palomar

Si tenemos n palomas que queremos repartir en m palomares
n > m, entonces al menos un palomar tendra E( ) + 1 palomas.

_nt
m




PRINCIPIO DEL PALOMAR

La ciudad de New York tiene 7 500 000 habitantes. Se sabe que el
nimero maximo de pelos que puede tener una cabeza humana es

de 500 000. Prueba que hay al menos 15 habitantes de New York

con exactamente el mismo nimero de pelos en la cabeza.

\,

Dados n nimeros naturales positivos, probar que se cumple una de
las dos condiciones siguientes:

@ Uno de ellos es miiltiplo de n.

@ La suma de algunos de ellos es mdiltiplo de n.

\,




BINOMIO DE NEWTON

Binomio de Newton

wror = () (7)o (5) 7o
--+< n >ab"—1+<”>b"
n—1 n

A




Aplicaciones




Ecuaciones en diferencias finitas

Problema

Encontrar la expresién de una funcién f : N — R que cumple
akf(n+ k) +ak_1f(n+k—1)+---+ aof(n) = g(n)

donde

@ ay,ax_1,...,a €R

@ g:N — R es una funcién.







Problemas de olimpiadas

@ ;De cuantas formas se pueden colorear los vértices de un
poligono con n > 3 lados usando tres colores de forma que
haya exactamente m lados, 2 < m < n, con los extremos de
colores diferentes?

@ Los puntos de una superficie esférica de radio 4 se pintan con
cuatro colores distintos. Prueba que existen dos puntos sobre
la superficie que tienen el mismo color y que estdn a distancia
41/3 o bien a distancia 2v/6 (la distancia que se considera es
la distancia euclidea en R3).
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